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ÖZET 
 
Bu çalışmada, fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden (FDM) yapılmış elastik, dönen içi 
dolu disk probleminin düzlem gerilme durumu için analitik çözümü elde edilmiştir. Disk 
malzemesinin elastisite modülü, kütle yoğunluğu ve Poisson oranının disk içinde lineer olarak 
değiştiği kabul edilmiştir. Akma kriteri olarak von Mises akma kriteri esas alınmıştır.  Herbir 
parametrenin, gerilme ve plastik akma limiti üzerindeki etkileri incelenmiştir.  
ABSTRACT 
 
In this study, plane stress analytical solution to elastic functionally graded (FGM) rotating 
solid disk problem is obtained. The modulus of elasticity, the mass density and the Poisson’s 
ratio of the disk material are assumed to vary linearly in the disk. The analysis is based on 
von Mises yield criterion. The effect of each of the material properties on the stress response 
as well as on the yielding of the disk is investigated. 
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1.GİRİŞ 
 
Mühendislik uygulamalarında kullanılan makinaların büyük bir bölümünün yapısında  yüksek 
hızlarda dönen elemanlar bulunmaktadır [1, 2]. Bu makinalara örnek olarak, turbo 
makinalar, güç istasyonları, gaz türbinleri, kesici takımlar, medikal aletler gösterilebilir. 
Yaygın kullanım nedeniyle, dönen disklerde meydana gelen gerilme ve yer değiştirmelerin 
belirlenmesi, hem endüstriyel hem de bilimsel olarak önemli bir konudur.  
 
Dönen disk probleminin en temel hali içi dolu diskdir. Pratikte uygulaması olmamasına 
rağmen diğer disk problemleri için temel oluşturduğundan literatürde önemli bir yer tutar. 
Sabit kalınlıklı içi dolu bir diskin ilk doğru elastoplastik çözümü 1984 yılında Gamer [3, 4] 
tarafından elde edilmiştir. Bu çözüm, düzlem gerilme varsayımına dayalıdır ve elastik-plastik 
deformasyon için lineer birim şekil değiştirme pekleşmesi ve Tresca akma kriteri esas 
alınmıştır. Bu çalışmadan yola çıkılarak değişken kalınlıklı ve farklı sınır şartlarındaki diskler 
üzerine bir çok araştırma yapılmıştır [5-9]. Son yıllarda malzeme özelliklerinin eleman 
içerisinde değiştirilebildiği üretim yöntemlerinin geliştirilmesi ile dönen diskler üzerine 
yapılan çalışmalar yeni bir boyut kazanmıştır. Değişken elastisite modülüne sahip içi dolu 
dönen diskin ilk elastik çözümü Horgan ve Chan [10] tarafından yapılmıştır. Bu çalışmada 
diskin yoğunluğu ve kalınlığı sabit olarak alınmıştır, elastisite modülünün değişimi ise 
( )0( ) / nE r E r b=  şeklinde tanımlanmıştır. Burada 0E  elastisite modülünün referans değerini, 
r  radyal koordinatı, n  malzeme parametresini, b  ise diskin çapını ifade etmektedir. Ancak 
bu tanımlama içi dolu disk için anlamlı değildir, çünkü disk merkezi 0r = ’ da, 0E =  
olmaktadır. Bu nedenle yazarlar gerilme ve deformasyonlar için disk merkezinde fiziksel 
olarak anlamlı sonuçlar elde edememişlerdir. Literatürde homojen olmayan malzemelerden 
yapılmış disklerle ilgili diğer bazı çalışmalar, Güven [11], Durodola ve Attia [12], Eraslan ve 
Akış [13] tarafından gerçekleştirilmiştir. Bu çalışmalar homojen olmayan malzemeden 
yapılmış disklerin mekanik dayanımının homojen disklere göre daha fazla olabileceğini 
göstermektedir. 
 
Bu çalışmanın amacı, malzeme özellikleri radyal koordinatın fonksiyonu olarak değişen içi 
dolu elastik disklerin analitik çözümünü türeterek, malzeme parametrelerinin elastik limit 
açısal hız ile gerilme ve yer değiştirme  dağılımları üzerine etkilerini incelemektir. Bu amaçla 
malzeme özelliklerinin radyal koordinatın fonksiyonu olarak, ( )0 1( ) 1E r E E r= + , 
( )0 1( ) 1r rν ν ν= +  ve ( )0 1( ) 1r rρ ρ ρ= +  şeklinde değiştiği sabit kalınlıklı içi dolu dönen bir 
disk göz önüne alınmıştır. Burada; 0 0,ν ρ  sırasıyla diskin merkezindeki ( 0r = ) Poisson 
oranını, yoğunluğu, 1 1,E ν  ve 1ρ  ise radyal koordinat boyunca değişimi belirleyen 
parametrelerdir. Bu ifadelerin boyutsuz formları ise 11E E r= + , 11 rρ ρ= +  ve 
( )0 11 rν ν ν= +  şeklindedir. 
 
2. TEMEL DENKLEMLER 
 
Bilinen avantajları nedeniyle temel denklemler boyutsuz büyüklükler cinsinden yazılmıştır. Bu 
boyutsuz büyüklükler, radyal koordinat: /r r b= , normal gerilme bileşenleri: 0/i iσ σ σ= , 
akma gerilmesi: 0/Y Yσ σ σ= , birim şekil değiştirme bileşenleri: 0 0/i i Eε ε σ= , radyal 
 89
yerdeğiştirme: 0 0/u uE bσ= , elastisite modülü: 0( ) /E E r E= , boyutsuz açısal hız: 
( )1/ 22 20 0/bρ ω σΩ = , kütle yoğunluğu: 0( ) /rρ ρ ρ=  şeklinde tanımlanmıştır. Bu ifadelerde, 
0σ  malzemenin disk merkezi 0r = ’ daki akma limiti değeri, ω  ise açısal hızdır. Aşağıdaki 
denklemlerde, daha sade bir notasyon kullanmak için boyutsuz sembollerin üzerindeki çizgiler 
kaldırılmıştır. 
 
Disk kalınlığının yarıçapa oranla küçük olduğu kabulüyle simetri ekseni doğrultusundaki 
gerilme bileşeni, zσ , ihmal edilerek problem düzlem gerilme durumuna indirgenebilir. 
Böylece sadece radyal doğrultudaki kuvvetlerin dengesinden disk için hareket denklemi; 
 
2 2( ) 0r
d r r
dr θ
σ σ ρ− + Ω =                                                       (1) 
 
ve uygunluk denklemi ( ) /r d r drθε ε=  şeklindedir [1]. Elastik birim şekil değiştirme kısmının 
Hooke kanunu yardımı ile yerine yazılmasıyla yerdeğiştirme ve gerilmeler arasındaki ilişki; 
 
[ ]1r r uE rθε σ νσ= − =                              (2) 
[ ]1 r duE drθ θε σ νσ= − =                                       (3) 
 
şeklinde yazılabilir. 
 
3. ELASTİK ÇÖZÜM 
 
(2) ve (3) ile verilen yerdeğiştirme-gerilme bağıntılarından rσ  ve θσ  ifadeleri  
 
2
( )( ) ( ) ,
(1 )r
E u rr u r
r
νσ ν
⎡ ⎤′= +⎢ ⎥− ⎣ ⎦                      (4) 
 
2
( )( ) ( )
(1 )
E u rr u r
rθ
σ νν
⎡ ⎤′= +⎢ ⎥− ⎣ ⎦                 (5) 
 
şeklinde elde edilir. Bu ifadelerin (1) ile verilen hareket denkleminde yerlerine yazılmasıyla 
 
2 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 1 (1 ) (1 )1
1 1
d u du dE d u dE r d rr
dr dr r E dr dr r E dr dr E
ν ν ν ν ν ρνν ν
⎡ ⎤+ Ω −⎡ ⎤+ + + − − − = −⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
   (6) 
 
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin genel çözümü, 
 
   1 2( ) ( ) ( ) ( )u r C P r C Q r R r= + +                                            (7) 
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şeklindedir. Burada ( )R r özel çözümdür, homojen çözümü oluşturan ( )P r ve ( )Q r  terimleri 
Mapple [15] yazılımı yardımıyla seri çözüm metoduyla aşağıdaki gibi elde edilmiştir: 
 
         
1
( ) 1 ii
i
P r r a r
∞
=
⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∑                                                         (8) 
 
           1 2( ) ( ) ( )Q r Q r Q r= +                                                   (9) 
 
Bu ifadelerde; 
                                                  
( )0
1 1 2
0
2
1
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( ) ( )
1
1( ) 2 ii
i
r
Q r b b P r
Q r t r
r
ν
ν
∞
=
−= − +
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∑
      (10) 
[ ] [ ]01 1 0 0 1
10
( 1) 1
( 1) 2 , ( ( 1) 1 )
( 2) (1 )
i
i
i k k
k
i i
a b b E k k
i i
ν ν ν νν
+
=
− − += −   = − − + −+ ! ! − ∏  
 
şeklinde tanımlanmıştır. it  terimlerinin ilk birkaç tanesi ise şu şekildedir: 
 
              
0
1 1
0
2 2 2 3 2
2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1
2 1 0 2 2
0 0 0 0
( 1 )2
(1 )
2 (1 2 3 ) 2 (1 2 2 )2 ( 1 )
(1 )( 1 ) (1 ) ( 1 )
t b
Et E
ν
ν
ν ν ν ν ν ν ν ν νν ν ν ν ν
− += − +
− + + − += − + − ++ − + + − +
             (11) 
 
( ) ( )
( ) ( )
2 3 4
3 2 3 2 20 0 0 0
3 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0
2 3 4 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 02 3 3
1 0 12 3
0 0 0 0
2 2 5 14 31 1 14 19 4 4
9 9 1 (1 )
7 41 55 67 12 1 17 15 13 2
2
9(1 )(1 ) 9(1 )(1 )
t E E Eν ν ν νν ν ν ν ν νν ν
ν ν ν ν ν ν ν νν ν νν ν ν ν
− + + − += + − + + +− +
− − + − + − + − +++ − + −
 
 
 
( )R r  özel çözümü ise parametrelerin değişimi metoduyla aşağıdaki gibi elde edilir: 
 
            1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )R r P r U r Q r U r= +                                              (12) 
 
 Burada; 
         1
0
( ) ( )( )
( )
r
Q fU r d
W
ξ ξ ξξ= −∫  ,    2
0
( ) ( )( )
( )
r
P fU r d
W
ξ ξ ξξ= ∫ ,   
2
21( )f r r
E
ν ρ−= −  Ω         (13) 
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Bu denklemlerde, ( )W r  terimi Wronskian’ dır. Buna göre 1 2( ) ( ) ( ) ( )u r C P r C Q r R r= + +  
denklemi, gerilme – yerdeğiştirme ifadelerinde yerine yazıldığında radyal ve teğetsel gerilme 
bileşenleri;  
 
       1 22( ) 1r
E P dP Q dQ R dRr C C
r dr r dr r dr
ν ν νσ ν
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦                          (14) 
 
                            1 22( ) 1
E P dP Q dQ R dRr C C
r dr r dr r drθ
σ ν ν νν
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦                   (15) 
 
şeklinde elde edilir.  
 
İçi dolu disk için sınır şartları şu şekildedir: Diskin merkezinde ( 0r = ) gerilmeler sonludur 
ve diskin serbest ucunda ( 1r = ) ise gerilme yoktur, (1) 0rσ = . İlk sınır şartından 2 0C =  
bulunur, ikinci sınır şartından ise; 
 
       1
(1) (1) '(1)
(1) (1) '(1)
R RC
P P
ν
ν
+= − +                                                     (16) 
 
şeklinde elde edilir. 
 
4. SAYISAL SONUÇLAR 
 
Diskde plastik deformasyonun başlangıcını belirlemek için kullanılan von Mises akma kriteri 
boyutsuz büyüklükler cinsinden 
  
2 2
Y r r θ θσ σ σ σ σ= − +     (17) 
 
şeklinde tanımlanmaktadır [14]. Plastik deformasyon bölgesinde 1Yσ ≥ ’ dir ve 1Yσ =  
olduğu andaki açısal hız değeri, elastik limit açısal hızdır. 
 
Şekil 1’ de malzeme parametrelerinin akmanın başladığı elastik limit açısal hız üzerindeki 
etkileri elde edilmiştir. Bunun için parametrelerden biri değiştirilirken diğerleri sabit 
tutulmuştur.  Şekildeki grafikler incelendiğinde kritik hız değerinin 1E  ve 1ν  parametreleri ile 
doğru, 1ρ  parametresi ile ise ters orantılı olarak değiştiği görülür. 
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c) 
 
Şekil 1. Malzeme parametrelerinin kritik açısal hıza etkisi a) 1E ’in etkisi, b) 1ν ’in etkisi, c) 
1ρ ’in etkisi. 
 
Bu parametrelerin uygun şekilde seçilmesiyle homojen yapıdaki disklere göre daha avantajlı 
diskler elde edilebilir. Yani aynı açısal hız için homojen olmayan bir diskin mekanik dayanımı 
homojen diske göre daha yüksek olabilir. 
 
Örnek olarak Şekil 2’ de malzeme parametreleri, 1 0.25E = , 1 0.3,ρ = − 0 0.3ν =  ve 1 0.1ν =  
alınan bir FDM diskde meydana gelen gerilme ve yer değiştirmelerin aynı açısal hız 
değerinde homojen bir diskde meydana gelen gerilme ve yer değiştirmeler ile karşılaştırılması 
verilmiştir. Seçilen boyutsuz açısal hız değeri 1.55699Ω = , homojen diskte plastik 
deformasyonun başladığı elastik limit açısal hız değeridir. Şekilden görüldüğü gibi aynı 
açısal hız değerinde, FDM malzemeden yapılmış diskde homojen diske göre çok daha küçük 
gerilme ve yer değiştirmeler meydana gelmektedir. Şekilde gösterilen φ  ifadesi, gerilme 
bileşenlerine bağlı bir fonksiyonun değeridir.  
 
Plastik deformasyon bölgesi için Yφ σ= ’ dir ve  von Mises akma kriterine bağlı olarak  φ ' 
nin değeri 2 2r r θ θσ σ σ σ− +  şeklindedir, 1.0φ =  olduğu anda ve radyal konumda disk 
içerisinde akma başlamaktadır [14]. 
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Şekil 2. Aynı açısal hız değerinde FDM ve Homojen Diskde oluşan gerilmeler, 1.55699Ω =  
 
 
5. SONUÇ 
 
Bu çalışmada, FDM malzemeden yapılmış içi dolu dönen bir diskin elastik gerilme analizi  
yapılmıştır. Elastisite modülü, yoğunluk ve Poisson oranının disk içerisinde radyal koordinat 
boyunca değişimini belirleyen parametrelerin, gerilme, yer değiştirme ve plastik 
deformasyonun başladığı kritik açısal hız üzerine etkileri incelenmiştir. Malzeme 
parametreleri uygun şekilde seçilen FDM disklerin homojen disklere göre daha yüksek 
mekanik dayanıma sahip olabileceği gösterilmiştir. 
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